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Naslov: Globalno osvetljevanje volumetricˇnih podatkov s hibridno difuzijsko
metodo
Avtor: Urosˇ Sˇmajdek
Fizikalno pravilno upodabljanje volumetricˇnih podatkov je dandanes klju-
cˇnega pomena v znanosti, medicini in mnogih industrijskih panogah, resˇitve
pa so pogosto neinteraktivne in platformno odvisne, kar omejuje njihovo
uporabnost. V delu obravnavamo dve metodi za interaktivno upodabljanje
volumetricˇnih podatkov v platformno agnosticˇnem okolju, ki temeljita na
konceptu dvostopenjskega upodabljanja in aproksimacije sipanja z difuzijo:
konvekcijsko-difuzijsko metodo in hibridno metodo s sledenjem zˇarkov. Obe
metodi temeljita na resˇevanju konvekcijsko-difuzijske enacˇbe, hibridna me-
toda pa za izracˇun konvekcijskega koraka uporablja sledenje poti. Metodi
smo implementirali v spletni aplikaciji s tehnologijo WebGL, s katero se nasˇa
metoda izvaja na platformno agnosticˇen nacˇin. S primerjavo metod smo po-
kazali, da s hibridno metodo dobimo bolj tocˇne rezultate, prav tako pa je
hitrejˇsa pri vecˇji kolicˇini lucˇi.
Kljucˇne besede: Globalno osvetljevanje, konvekcijska-difuzijska enacˇba,
uporabljanje volumetricˇnih podatkov, sledenje poti.

Abstract
Title: Global Illumination of volumetric data using a hybrid diffusion meth-
od
Author: Urosˇ Sˇmajdek
Physically based rendering of volumetric data is a key part in today’s medici-
ne, research and even several industrial sectors. Solutions, on the other hand,
are often slow, uninteractive and based on specific hardware. Our work dis-
cusses two interactive volumetric rendering methods developed in a platform-
agnostic environment, which are based on a two-step process and approxima-
tion of scattering with diffusion: a convection-diffusion method and a hybrid
method using path tracing. Both methods solve the convection-diffusion
equation, whereas in the hybrid method we use path tracing to compute the
convection step. We implemented both methods in a web application us-
ing WebGL, with which our method runs in a platform-agnostic manner. By
comparing the two methods we have shown that the hybrid method produces
more accurate results and is faster when using a greater amount of lights.





Eden izmed glavnih ciljev racˇunalniˇske grafike je pretvorba tridimenzional-
nih predmetov v prostoru v dvodimenzionalno sliko, ki jo lahko vidimo na
zaslonu. Do tega cilja pa vodi veliko poti in tako je danasˇnji nabor tehnik
za upodabljanje zelo raznolik. Poznamo lokalno in globalno osvetljevanje,
ki opisujeta nacˇin obnasˇanja svetlobe v prostoru, ploskovne in volumetricˇne
podatke, ki predstavljajo razlicˇne tipe vhodnih podatkov, interaktivno in ne-
interaktivno upodabljanje, ki jih locˇimo glede na hitrost upodabljanja. Poleg
vseh teh pa lahko obravnavamo tudi platformno agnosticˇne metode, ki niso
neposredno vezane na strojno opremo, ki jih izvaja, in so tako prenosljive
med najrazlicˇnejˇsimi napravami, ki dandanes obkrozˇajo nas vsakdanjik.
Z izboljˇsavami strojne opreme postaja globalno osvetljevanje v zadnjih
letih vse bolj atraktivna alternativa lokalnemu osvetljevanju. Globalno osve-
tljevanje, ki nam omogocˇa v veliki meri realisticˇno in fizikalno pravilno simu-
lacijo svetlobe v sceni, je sinteza fizikalnega, matematicˇnega in racˇunalniˇskega
znanja. Za razliko od lokalnega osvetljevanja, ki uposˇteva le neposredni pa-
dec svetlobe na ploskev, je globalno osvetljevanje zmozˇno uposˇtevati celotni
prostor, vkljucˇno s simulacijo senc, odbojev svetlobe, upodabljanjem prozor-
nih povrsˇin, megle in oblakov. To pa seveda terja ceno na podrocˇju hitrosti
upodabljanja in interaktivnosti.
Najbolj razsˇirjena oblika vhodnega tipa podatkov so ploskovni, in sicer
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v obliki poligonov, najpogosteje trikotnika. Geometrijske operacije nad tri-
kotniki so preproste in ucˇinkovite, prav tako pa so ucˇinkoviti za prikaz in
racˇunanje presekov. Zaradi teh razlogov uzˇivajo tudi najvecˇjo strojno pod-
poro. Kljub temu pa imajo mnoge pomanjkljivosti, saj je z njimi tezˇko opisati
notranje strukture predmetov in prepustne medije, kot so megla in tekocˇine.
Ena izmed njihovih alternativ, ki se ji bomo posvetili v nalogi, so volume-
tricˇni podatki. Ti so bolj splosˇni od ploskovnih podatkov in omogocˇajo tako
podajanje notranjih struktur predmetov kot opis prepustnih medijev, kot so
megla in tekocˇine. Najlazˇje si jih predstavljamo kot tridimenzionalno mrezˇo
tocˇk v prostoru. Volumetricˇne podatke srecˇamo v medicini, kjer tehnike, kot
sta magnetna resonanca in ultrazvok, podajajo podatke v obliki tridimenzi-
onalnih slik.
Na podrocˇju interaktivne grafike sta najbolj pomembni strojna oprema
in optimizacija algoritmov. Slednja je sˇe posebej pomembna pri globalnem
osvetljevanju, kjer lahko nekatere kompleksne fizikalne procese aproksimi-
ramo z manj kompleksnimi procesi. Tako lahko pogosto z manjˇso izgubo
kakovosti zagotovimo veliko hitrejˇse upodabljanje. Z vidika strojne opreme
nam danes dostopne graficˇne kartice nudijo ogromno racˇunsko mocˇ, optimi-
zirano za izvajanje upodabljanja in paralelnega racˇunanja. Na voljo so kot
razsˇiritvene kartice ali pa kot integrirane graficˇne procesne enote v centralno
procesno enoto, kar dodatno pripomore k njihovi razsˇirjenosti.
Desetletje nazaj so bili pametni telefoni na trgu sˇe vedno novost, njihova
zmogljivost pa je bila v primerjavi z namiznim racˇunalnikom majhna. Dan-
danes temu ni vecˇ tako, in ne samo, da se danasˇnji pametni telefoni ponasˇajo
z izvrstno racˇunsko mocˇjo, prav tako imajo vgrajeno graficˇno strojno opremo.
Z razvojem mobilnih tehnologij so se prav tako razvile tudi spletne. Danasˇnji
brskalniki so hitra in zmogljiva okolja, zmozˇna prenosa in obdelave velikih
kolicˇin podatkov. Njihova vseprisotnost omogocˇa razvoj enovitih in platfor-
mno agnosticˇnih spletnih aplikacij, ne samo na podrocˇju spleta, temvecˇ tudi
racˇunalniˇske grafike. Tu tehnologije, kot je WebGL, omogocˇajo neposredno
interakcijo med brskalnikom in graficˇno opremo ne glede na okolje, v katerem
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ta tecˇe.
V diplomski nalogi bomo predstavili zdruzˇitev vseh teh konceptov v obliki
platformno agnosticˇne interaktivne metode za globalno osvetljevanje volu-
metricˇnih podatkov. Interaktivnost bomo poskusˇali dosecˇi z uporabo ino-
vativnih algoritmov, kot je algoritem za aproksimacijo sipanja z difuzijo.
Za doseganje platformne agnosticˇnosti pa bomo nasˇo implementacijo izde-
lali v okviru brskalnika, natancˇneje spletne aplikacije, ki bo imela dostop do
graficˇne opreme na poljubni napravi.
1.1 Cilji
Glavni cilji te naloge so sledecˇi:
• Realizacija in implementacija interaktivne metode za globalno osve-
tljevanje volumetricˇnih podatkov, ki temelji na uporabi konvekcijsko-
difuzijske enacˇbe v platformno agnosticˇnem okolju.
• Razsˇiritev te metode z uporabo nepristranskih algoritmov za izracˇun
neposredne osvetlitve za namen izboljˇsanja kakovosti upodabljanja.





Resˇitve za osvetljevanje in upodabljanje volumetricˇnih podatkov so tesno
povezane z enacˇbo upodabljanja (angl. rendering equation) [21] ter enacˇbo
sevanja [7], na kateri ta temelji. Za resˇevanje omenjenih enacˇb je bilo razvitih
veliko algoritmov, med njimi jih je mnogo namenjenih vizualizaciji volume-
tricˇnih podatkov.
Pomemben del teh algoritmov je tehnika metanja zˇarkov (angl. ray ca-
sting), ki jo je razvil Scott Roth [38]. Njena izpeljava, volumetricˇno korakanje
zˇarkov (angl. volumetric ray marching) [30], predstavlja eno izmed osnov-
nih neposrednih metod uporabljanja volumetricˇnih podatkov. Med druge
razsˇirjene algoritme neposrednega upodabljanja spadajo sˇe projiciranje vo-
kslov (angl. Splatting) [44], Shear-Warp faktorizacija [25] in teksturno upoda-
bljanje volumetricˇnih podatkov (angl. texture-based volume rendering) [15].
Skupna lastnost teh sorazmerno preprostih algoritmov je, da so fizikalno ne-
pravilni in ne temeljijo na prej omenjenih enacˇbah.
Kot resˇitev sta leta 1986 Kajiya and Von Herzen skupaj predstavila algo-
ritem sledenja poti (angl. path tracing) [21], v katerem za resˇevanje enacˇbe
upodabljanja uporabita metodo Monte Carlo. Algoritem se je izkazal za
zelo cˇasovno zahtevnega in so mu sledile mnoge izboljˇsave, kot so dvosmerno
sledenje poti (angl. bidirectional path tracing) [26] in prenos svetlobe z al-
goritmom Metropolis-Hastings (angl. Metropolis light transport) [42]. Na
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osnovi dvosmernega sledenja poti je bil algoritem leta 1996 prilagojen za
upodabljanje volumetricˇnih podatkov [28]. V okviru osvetljevanja volume-
tricˇnih podatkov sta bili predlagani tudi alternativi z uporabo sledenja zˇarku
(angl. ray tracing) [31] in algoritma izsevnosti (angl. radiosity) [39], ki pa ni-
sta ponudili velikih izboljˇsav hitrosti in kakovosti. Leta 1996 je Henrik Wann
Jensen predstavil zdruzˇen koncept dvostopenjskega osvetljevanja (angl. two-
pass illumination) in zemljevida fotonov (angl. photon maps) [18], ki je ga
kasneje razsˇiril tudi na upodabljanje volumetricˇnih podatkov [19]. Kasnejˇsi
napredki v tehniki zemljevida fotonov so predstavljeni v [20]. Koncept dvo-
stopenjskega osvetljevanja oziroma dvostopenjskega upodabljanja je kljucˇen
za metode, predstavljene v nasˇi nalogi, saj omogocˇa izracˇun globalne osve-
tlitve neodvisno od kamere.
Drugo pomembno prelomnico je postavil Jos Stam leta 1995 s predstavi-
tvijo uporabe difuzijske enacˇbe za aproksimacijo vecˇkratnega sipanja (angl.
multiple scattering) [40], ki temelji na predhodnem Kajiyavem delu [22]. Ker
vecˇkratno sipanje predstavlja najvecˇji delezˇ cˇasovne zahtevnosti osvetljeva-
nja, se je ta metoda hitro razsˇirila kot odlicˇna alternativa za izboljˇsanje
interaktivnosti pri upodabljanju [5, 43]. Pojavile so se tudi izboljˇsave in
razsˇiritve, kot so dipolna [17] in vecˇpolna difuzija [12], kvantizirana difu-
zija [11] ter pretocˇno omejena difuzija (angl. flux-limited diffusion) [23].
Poleg izboljˇsav difuzijske aproksimacije se pojavijo tudi tako imenovani
hibridni algoritmi, ki z aproksimacijo zdruzˇujejo prej omenjene metode sle-
denja poti in zemljevida fotonov [32, 13, 16, 14]. Posebej bi izpostavili hi-
bridno dvostopenjsko konvekcijsko-difuzijsko metodo [47], katere implemen-
tacijo bomo predstavili v nalogi in nam bo sluzˇila kot osnova za razvoj nasˇe
dvostopenjske hibridne metode s sledenjem poti.
Dosedanja dela v okolju WebGL [2] in WebGL 2.0 [3] v veliki vecˇini teme-
ljijo na upodabljanju volumetricˇnih podatkov z uporabo preprostejˇsih metod,
kot je volumetricˇno korakanje zˇarkov [9, 35, 34, 33], ter posrednega upoda-
bljanja s pretvorbo podatkov v ploskovni model [41]. Velik napredek na
tem podrocˇju predstavlja magistrsko delo Zˇige Lesarja, v katerem predstavi
Diplomska naloga 7
ogrodje VPT, izdelano v okolju WebGL 2.0, za simulacijo sledenja poti [29].
Na ogrodju VPT bo temeljijo tudi nasˇe delo, saj omogocˇa preprosto dodaja-




V racˇunalniˇski grafiki lahko s pomocˇjo modelov osvetljevanja izracˇunamo in-
tenziteto svetlobe v tocˇkah na povrsˇini ali pa v celotnem prostoru. Te lahko v
splosˇnem delimo glede na to, ali simulirajo lokalno ali globalno osvetljevanje
in pa glede na fizikalno pravilnost. Najbolj znana modela za izracˇun lokal-
nega osvetljevanja sta Phongov model [37] in Blinn-Phongov model [6]. Ta
modela sta analiticˇna in ne simulirata potovanja svetlobe po prostoru, temvecˇ
le obnasˇanje svetlobe ob stiku s ploskvijo. Poleg tega sta nastala na podlagi
opazovanja in ne fizikalnih dejstev. Taki modeli niso primerni za upodablja-
nje volumetricˇnih podatkov, saj ti nimajo podanih ploskev in za aplikacijo
prej omenjenih algoritmov potrebujemo dodatne izracˇune. Lahko pa so upo-
rabljeni za izboljˇsavo rezultatov modelov globalnega osvetljevanja [24].
Modeli za globalno osvetljevanje so kompleksnejˇsi in bolj cˇasovno zah-
tevni, delujejo pa na konceptu simulacije potovanja svetlobe skozi prostor in
tako bolj ali manj temeljijo na enacˇbi sevanja (angl. radiative transfer equa-
tion, RTE) [7]. Ti modeli se predvsem razlikujejo po lastnostih svetlobe,
ki jih simulirajo, in pa po tem, ali modelirajo obnasˇanje svetlobe ob stiku
povrsˇine ali pa njeno obnasˇanje pri potovanju v mediju. V nalogi se bomo
osredotocˇili na slednje, saj je nasˇ cilj upodabljanje volumetricˇnih podatkov.
Enacˇba sevanja narekuje, da spremembo energije v mediju povzrocˇajo
emisija, absorpcija in sipanje (angl. scattering). Nekatere od teh lastnosti
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lahko v modelih zanemarimo ali pa aproksimiramo in s tem izboljˇsamo hitrost
upodabljanja. Sheme lastnosti so graficˇno predstavljene na sliki 3.1. Pri
racˇunanju vpliva teh lastnosti predpostavljamo, da medij sestoji iz neskoncˇno
majhnih delcev, ki lahko absorbirajo, sevajo ali preusmerjajo svetlobo.
(a) (b) (c)
Slika 3.1: Slikovna predstavitev emisije (a), absorpcije (b) in sipanja (c).
V podpoglavjih sta predstavljena konvekcijsko-difuzijski model in emisij-
sko-absorpcijski model, ki predstavljata osnovo predlaganih resˇitev v nalogi,
ter aproksimacija sipanja z difuzijo, uporabljena v prvem modelu. Resˇevanje
teh modelov pa je predstavljeno v poglavjih 4 in 5.
3.1 Konvekcijsko-difuzijski model
Konvekcijsko difuzijski model, ki modelira propagacijo, absorpcijo in sipanje
svetlobe, sta predlagala Yubo Zhang in Kwan-Liu Ma v delu Fast Global Il-
lumination for Interactive Volume Visualization [47]. Temelji na konceptu
dvostopenjskega upodabljanja, ki je bil prvicˇ predstavljen v [22] in uporablja
difuzijsko enacˇbo za izracˇun sipanja svetlobe, kar bomo podrobneje predsta-
vili v poglavju 3.2.
Model je namenjen interaktivni globalni osvetljavi volumetricˇnih podat-
kov z enim ali vecˇ virov svetlobe. Sestavljen je iz dveh stopenj, stopnje
osvetljevanja in stopnje upodabljanja. V stopnji osvetljevanja z uporabo
konvekcijsko-difuzijske enacˇbe izracˇunamo globalno osvetlitev za celoten vo-
lumen. Nato v stopnji upodabljanja uporabimo preprostejˇsi emisijsko-abso-
rpcijski model, ki je predstavljen v poglavju 3.3, kjer namesto emisije uporabi
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zˇe izracˇunano izsevnost. To omogocˇi, da so kompleksnejˇsi izracˇuni neodvisni
od polozˇaja in mocˇno izboljˇsa interaktivnost. Slabost modela je, da so vse
uporabljene metode pristranske, kar poslabsˇa kakovost rezultata.
Model prve stopnje osvetljevanja predpostavlja, da ima, cˇe zanemarimo
odboj in sipanje, vsak vir svetlobe v vsaki tocˇki unikatno smer. V tem




ρ(x) = −cu(x) · ∇ρ(x)− σa(x)ρ(x) + σs(x)∇2ρ(x), (3.1)
kjer je ρ(x) energijska gostota, u(x) normalizirana smer svetlobe v tocˇki x, c
hitrost svetlobe, 0 ≤ σa(x) ≤ 1 absorpcijski koeficient, kjer σa(x) = 0 pred-
stavlja popolnoma prosojen material, σs(x) pa koeficient absorpcije. Enacˇba
se ujema z definicijo konvekcijsko-difuzijske enacˇbe, kar nam omogocˇa upo-
rabo numericˇnih metod za resˇevanje konvekcijsko-difuzijskih enacˇb v algo-
ritmu za globalno osvetljevanje. Prav tako pa jo lahko razbijemo na dva
dela: konvekcijski (3.2), rezultat katerega je neposredna osvetlitev, in di-
fuzijski (3.3), s katerim aproksimiramo sipanje. Pri tem velja, da moramo
konvekcijski del resˇiti za vsako lucˇ posebej, difuzijski del pa le na skupku
resˇitev konvekcijskega, kar je bolj cˇasovno ucˇinkovito.
∂
∂t
ρ(x) = −cu(x) · ∇ρ(x)− σa(x)ρ(x) (3.2)
∂
∂t
ρ(x) = σs(x)∇2ρ(x) (3.3)
Za izracˇun enacˇbe (3.1) moramo dolocˇiti robne pogoje, ki pa se razlikujejo
glede na tip vira svetlobe in so predstavljeni v nadaljevanju ter na sliki 3.2.
Pri usmerjeni lucˇi je to robni pogoj hibridnega tipa Dirichlet-Neumann [8]:





= 0, n(x) · uu ≥ 0, (3.5)
kjer x ∈ ∂Ω predstavlja mejo domene volumna Ω, n(x) navzven usmerjeno
normalo v tocˇki x, ρ(x) energijsko gostoto v tocˇki x, uu smer svetlobnega
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toka in ρu energijsko gostoto usmerjene lucˇi u. Enacˇba (3.4) predstavlja
Dirichletov robni pogoj, ki se tu uporablja za meje volumna, obrnjene proti
viru svetlobe, za ostale pa velja Neumannov robni pogoj (3.5).
Pri tocˇkastih lucˇeh, ki se nahajajo zunaj volumna (xt /∈ Ω, xt predstavlja
polozˇaj lucˇi), je prav tako uporabljen robni pogoj hibridnega tipa Dirichlet-
Neumann:





= 0, n(x) · (x− xt) ≥ 0, (3.7)
kjer F (x,xt) predstavlja funkcijo zmanjˇsevanja intenzitete lucˇi in ρt intenzi-
teto tocˇkaste lucˇi.
Pri tocˇkastih lucˇeh, ki se nahajajo znotraj volumna (xt ∈ Ω) velja Neu-





= 0, ∀x ∈ ∂Ω (3.8)















Slika 3.2: Slikovna predstavitev robnih pogojev glede na vir svetlobe: (a)
usmerjena lucˇ, (b) tocˇkasta lucˇ zunaj volumna, (c) tocˇkasta lucˇ znotraj vo-
lumna.
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3.2 Aproksimacija sipanja z difuzijo
Osnove metode aproksimacije sipanja z difuzijo sta predstavila Kajiya in
von Herzen kot metodo PN [22], kasneje pa jo je razsˇiril in populariziral Jos
Stam [40].
Predstavitev sipanja kot difuzijskega procesa temelji na nacˇelu podobnosti
(angl. principle of similarity), ki pravi, da lahko sipanje v anizotropnem
mediju z dovolj visokim albedom oziroma delezˇem odbite svetlobe glede na
koeficient izginjanja obravnavamo kot izotropno [46]. Z uposˇtevanjem tega
lahko enacˇbo sevanja aproksimiramo kot:
D∇2ρ(x)− σaρ(x) = −Ld(x), (3.10)
kjer D predstavlja klasicˇni difujski koeficient, ∇2 pa je krajˇsava za div ∇
oziroma Laplaceov operator, Ld(x) pa predstavlja neposredno osvetlitev v
tocˇki x.
Ta aproksimacija daje najboljˇse rezultate v medijih z visokim albedom,
kot so oblaki in megla, predstavlja pa tudi dobro alternativo za upodabljanje
drugih tipov medijev zaradi veliko manjˇse cˇasovne zahtevnosti.
3.3 Emisijsko-absorpcijski model
Emisijsko-absorpcijski model osvetljevanja zanemarja sipanje svetlobe za po-
hitritev osvetljevanja, saj sipanje predstavlja najbolj racˇunsko zahteven del
enacˇbe sevanja. Posledica tega je, da je model zmozˇen le simulacije neposre-
dnega osvetljevanja.
Osnovo modela predstavlja ravnovesna enacˇba:
(ω⃗ · ∇)L(x→ ω⃗) = E(x→ ω⃗)− A(x→ ω⃗), (3.11)
kjer L(x → ω⃗) predstavlja izstopno sevalnost, (ω⃗ · ∇) smerni odvod v smeri
ω⃗, E faktor emisije in A faktor absorpcije.
Emisijo lahko preprosto opiˇsemo s funkcijo Le(x → ω⃗), ki vsaki tocˇki v
mediju priredi emisijsko izsevnost. V primeru, da je medij sestavljen le iz
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emisivnih delcev, lahko govorimo o resˇevanju emisijskega modela, katerega
ravnovesna enacˇba se glasi:
(ω⃗ · ∇)L(x→ ω⃗) = Le(x→ ω⃗), (3.12)
kjer (ω⃗ · ∇) predstavlja smerni odvod v smeri ω⃗. Cˇe integriramo to enacˇbo
vzdolzˇ zˇarka x+ sω⃗ dobimo:




Absorpcija na izstopno sevalnost vpliva negativno ter je sorazmerna s
koeficientom absorpcije. Tega pridobimo iz funkcije σa(x), ki preslika tocˇko
v njen koeficient absorpcije. Cˇe v mediju zanemarimo vse druge lastnosti
delcev (emisija, sipanje), lahko govorimo o absorpcijskem modelu. Za izracˇun
vzdolzˇ zˇarka lahko v tem modelu uporabimo tako imenovano absorpcijsko
enacˇbo ali Beer-Lambertov zakon:
L((x+ sω⃗)→ ω⃗) = L(x→ ω⃗)e−
∫︁ s
0 σa(x+uω⃗)du. (3.14)
Z zdruzˇitvijo teh dveh modelov dobimo emisijsko-absorpcijski model:








Ker je model v splosˇnem, tako kot celotna enacˇba sevanja, analiticˇno
neresˇljiv, moramo za njegovo vrednotenje uporabiti numericˇne metode. Taki
metodi sta volumetricˇno korakanje zˇarkov, ki temelji na Riemannovi vsoti in
je opisano v poglavju 4.3, ter sledenje poti, podrobneje opisano v poglavju 5.






V tem poglavju bomo predstavili metode resˇevanja konvekcijsko-difuzijskega
modela osvetljevanja, podrobno predstavljenega v poglavju 3.1. Tako kot
model tudi metode resˇevanja temeljijo na teh, predstavljenih v [47].
Ker je prvo stopnjo modela mogocˇe razdeliti na dva koraka, konvekcij-
skega in difuzijskega, lahko za njuno resˇevanje uporabljamo razlicˇni metodi.
Uporabljene metode so predstavljene v nadaljnjih podpoglavjih. Za resˇevanje
emisijsko-absorpcijskega modela v stopnji upodabljanja smo uporabili me-
todo volumetricˇnega metanja zˇarkov, ki je podrobneje predstavljena v za-
dnjem podpoglavju.
4.1 Resˇevanje konvekcijskega koraka
Za resˇevanje konvekcijskega koraka oziroma konvekcijske diferencialne ena-
cˇbe (3.2), bomo uporabili usmerjeno metodo koncˇnih razlik prvega reda (angl.
first-order upwind scheme) [10]. Ta numericˇno resˇuje konvekcijske diferen-
cialne enacˇbe, pri cˇemer z metodo koncˇnih razlik (angl. finite difference)
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okoliˇskih tocˇk simulira prenos informacij, oziroma v nasˇem primeru energije












kjer vektor [ux, uy, uz] predstavlja hitrost prenosa svetlobe, ∆x,∆y,∆z pa
dolzˇino koraka v dolocˇeni smeri. Cˇe privzamemo, da je dolzˇina koraka v vseh
smereh enaka ∆x in hitrost prenosa energije enaka cu (3.2), kjer je c hitrost






Ker sta c in ∆t konstanti vrednosti in za namen nasˇe implementacije nimata
pomena, lahko privzamemo, da velja c∆t = ∆x/2, kar pomeni, da je C = 1/2
in s tem metoda stabilna.
Diskretizacijo enacˇbe (3.2) za korak ∆t = 1 lahko z uporabo te metode
predstavimo kot:
ρi,j,k(t+∆t) = ρi,j,k(t)− cu(x)∆t · ∇ρi,j,k − ρi,j,kσa(x)∆t (4.3)
= ρi,j,k(t)− ∆x
2∆t
u(x)∆t · ∇ρi,j,k − ρi,j,kσa(x)∆t (4.4)
= (1− σa(x)∆t)
(︃










kjer je u(x) vektor smeri toka energije na tocˇki x, komponente i, j, k pred-










: ux(x) < 0
ρi,j,k(t)−ρi−1,j,k(t)
∆x










: uy(x) < 0
ρi,j,k(t)−ρi,j−1,k(t)
∆x











: uz(x) < 0
ρi,j,k(t)−ρi,j,k−1(t)
∆x
: uz(x) > 0
, (4.9)
kjer so ux(x), uy(x), uz(x) komponente vektorja u(x). Resˇitev konvekcijskega
koraka dobimo, ko enacˇba (4.6) konvergira oziroma ko velja naslednja enacˇba:
−cu(x) · ∇ρ(x)− σa(x)ρ(x) = 0. (4.10)
4.2 Resˇevanje difuzijskega koraka
Za resˇevanje difuzijskega koraka (3.3) smo diskretizirali Laplaceov operator
s centralnimi diferencami. Za to metodo smo se odlocˇili, saj je preprosta in
lahko prilagodljiva izvajanju v sencˇilnikih. Prav tako ima en korak metode
majhno cˇasovno zahtevnost, kar izboljˇsa odzivnost implementacije na manj
zmogljivih napravah. Slabost metode je, da se v resˇitvi pogosto pojavljajo
napake v obliki oscilacij in divergenc.
Diskretizacija s centralnimi diferencami temelji na aproksimaciji rezul-
tata z uporabo diferencˇnih enacˇb, kar nam omogocˇa, da vrednost v tocˇki
izracˇunamo iz vrednosti v okoliˇskih tocˇkah. Taksˇen nacˇin racˇunanja je tudi
strojno podprt na graficˇnih karticah, kar pripomore k njegovi majhni cˇasovni
zahtevnosti.
V treh dimenzijah rezultat diskretizacije predstavlja enacˇba:
∇2ρ(x) ≈ ρi+1,j,k + ρi−1,j,k + · · ·+ ρi,j,k−1 − 6ρi,j,k
h2
, (4.11)
kjer h predstavlja korak med dvema vzorcema, okoliˇske tocˇke pa so pred-






















4.3 Volumetricˇno korakanje zˇarkov
Volumetricˇno korakanje zˇarkov oziroma vcˇasih tudi volumetricˇno metanje
zˇarka temelji na metodi metanja zˇarka [38]. V racˇunalniˇski grafiki se ta me-
toda pogosto uporablja kot osnova za naprednejˇse metode, kot sta volume-
tricˇno sledenje zˇarku in volumetricˇno sledenje poti. Cilj metode je projekcija
sveta v projekcijsko ravnino. V tem kontekstu zˇarek predstavlja poenosta-
vljen tok fotonov, ki se med potjo skozi medij lahko absorbirajo, odbijejo ali
razprsˇijo. Metoda temelji na diskretizaciji emisijsko-absorpcijskega modela,
opisanega v poglavju 3.3, z uporabo Riemannove vsote.
Reciprocˇnost prenosa svetlobe nam omogocˇa, da izvor zˇarkov zamenjamo
za njihov zˇeleni cilj – kamero. Posledica tega je, da nam ni potrebno racˇunati
potencialno neskoncˇne kolicˇine zˇarkov, katerih velika vecˇina ne bo priˇsla do
kamere, ampak le kolicˇino zˇarkov enako zˇeleni locˇljivosti slike.
Metodo oziroma algoritem lahko razdelimo na 3 dele: konstrukcija zˇarkov,
vzorcˇenje in zdruzˇevanje. Pri konstrukciji zˇarkov cˇez vsako tocˇko na sliki
oziroma piksel posˇljemo en zˇarek. Njegovo enacˇbo lahko parametriziramo
kot:
r(t) = e+ t(p− e) (4.13)
= e+ t · d, (4.14)
kjer r v odvisnosti od prostega parametra t ≥ 0 predstavlja poljubno tocˇko
na zˇarku, e izhodiˇscˇe zˇarka, p piksel, skozi katerega je bil zˇarek poslan, vektor
d pa smer zˇarka. Vektor d lahko dobimo iz enacˇbe:
d = l+ (r− l)i+ 0.5
nx
· u⃗
+ b+ (t− b)j + 0.5
ny
· v⃗
− k · w⃗, (4.15)
kjer je slika velikosti nx×ny in je omejena s koordinatama l in r v vodoravni
smeri ter koordinatama b in t v navpicˇni smeri. Parametra i in j predsta-
vljata zaporedno sˇtevilo tocˇke, vektorji [u⃗, v⃗, w⃗] bazo koordinatnega sistema
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kamere, v katerem je le-ta usmerjena v negativni smeri koordinate z, in d
razdaljo kamere od slike.
V koraku vzorcˇenja vzdolzˇ zˇarka izberemo enakomerne vzorce, ki jih bomo
uporabili za izracˇun koncˇne barve tocˇke. Ker so vhodni podatki diskretni,
moramo poskrbeti, da imamo na voljo metodo, s katero lahko pridobimo
vrednost katere koli realne tocˇke v prostoru. Skalarno vrednost, pridobljeno
iz vzorcev, nato preslikamo v barvne vrednosti in prosojnost tocˇke z upo-
rabo prenosne funkcije. Metode pridobivanja podatkov tocˇk v prostoru in
prenosna funkcija so podrobneje predstavljene v poglavju 6.2.
V koraku zdruzˇevanja pridobljene vzorce zdruzˇimo in iz njih dobimo barvo
tocˇke na koncˇni sliki. Vpliv posameznega vzorca na produkt je odvisen od
kolicˇine tocˇk, njegove prosojnosti in polozˇaja. Barve lahko zdruzˇujemo od
zadnjega konca proti prednjemu, kjer dobimo koncˇno barvo tocˇke na sliki z
rekurzivno enacˇbo:
Ci = (1− αi) · Ci−1 + αi · Si (4.16)
C0 = 0,
kjer Ci predstavlja barve po prehodu cˇez i-ti vzorec, Si barvo vzorca, αi pa
neprosojnost i-tega vzorca, kjer je vzorec i = 0 najbolj oddaljen od slike.
Alternativno lahko zdruzˇujemo vzorce od prednjega do zadnjega konca, kar
lahko ponazorimo z naslednjima rekurzivnima enacˇbama:
Ci = Ci−1 + (1− αi)αSi · Si (4.17)
αi = αi−1 + (1− αi−1)αSi (4.18)
C0 = 0
α0 = 0,
kjer Ci predstavlja barvne vrednosti, 1 − αi pa preostalo energijo zˇarka po
prehodu cˇez i-ti vzorec. Si predstavlja barvne vrednosti, αSi pa neprosojnost
i-tega vzorca vzorca, kjer je vzorec i = 0 najmanj oddaljen od slike. Slabost
te razlicˇice je, da moramo hraniti preostalo energijo zˇarka, omogocˇa pa nam,
da celotno metodo pohitrimo s prekinitvijo izvajanja, ko se kolicˇina preostale
energije v zˇarku priblizˇa nicˇli.
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Poglavje 5
Hibridna metoda s sledenjem
poti
V tem poglavju bomo predstavili nasˇo alternativno dvostopenjsko metodo
konvekcijsko-difuzijski metodi, opisani v poglavju 3.1. To metodo smo poi-
menovali hibridna metoda s sledenjem poti, pri njej pa za izracˇun neposredne
osvetlitve namesto konvekcije uporabljamo metodo volumetricˇnega sledenja
poti (angl. volumetric path tracing) [27]. Ta je nepristranska in tako mocˇno
izboljˇsa kakovost neposrednega osvetljevanja, hkrati pa je tudi kompleksnejˇsa
in konvergira pocˇasneje od konvekcijske. To pa zaradi dvostopenjskega upo-
dabljanja ne vpliva na interaktivnost, saj je rezultat prve stopnje osvetljeva-
nja, kjer racˇunamo osvetlitev, neodvisen od polozˇaja kamere. Prav tako je, za
razliko od konvekcijsko-difuzijske metode, prostorska zahtevnost te metode
neodvisna od kolicˇine lucˇi v prostoru.
Cilj metode sledenja poti, ki jo je prvicˇ opisal James T. Kajiya [21],
je iskanje numericˇne resˇitve za integralni del enacˇbe upodabljanja, kjer ta
predstavlja skupek vseh zunanjih doprinosov svetlobe v tocˇki. Za ta namen
uporablja nepristransko numericˇno metodo Monte Carlo, ki z nakljucˇnim iz-
vajanjem poskusov oceni rezultat integrala. Poskusi v metodi sledenja poti
predstavljajo postopek metanja zˇarkov in nakljucˇne izbire njegove poti. Me-
toda volumetricˇnega sledenja poti to metodo razsˇirja na resˇevanje enacˇbe
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sevanja [7] in tako uposˇteva celoten medij, v katerem potuje svetloba. Pri
volumetricˇni metodi se moramo prav tako zavedati, da gostota delcev vpliva
na koeficienta absorpcije in sipanja. Posledicˇno nepravilno vzorcˇenje del-
cev prinese v metodo pristranskost. Podrobneje je vzorcˇenje poti opisano v
poglavju 5.1.
V nasˇi metodi smo metodo sledenja poti uporabili za resˇevanje prepro-
stejˇsega emisijsko-absorpcijskega modela, opisanega v poglavju 3.3, saj smo za
simulacijo sipanja lahko uporabili hitrejˇso difuzijsko aproksimacijo, opisano
v poglavju 3.2. Posledicˇno je izvajanje nasˇega sledenja poti veliko hitrejˇse
od klasicˇnega volumetricˇnega sledenja poti. Interaktivnost metode pa smo
dosegli z uporabo dvostopenjskega koncepta upodabljanja, pri cˇemer v prvi
stopnji osvetlimo celoten volumen, neodvisno od pogleda. V drugi stopnji
ponovno uporabimo emisijsko-absorpcijski model za upodabljanje zˇe osve-
tljenega volumna v odvisnosti od pogleda.
5.1 Vzorcˇenje poti
Vzorcˇenje je v statistiki metoda, s katero iz podmnozˇice pridobimo oceno
lastnosti celotne mnozˇice. Pri vzorcˇenju poti je ta mnozˇica sestavljena iz
vseh tocˇk v mediju oziroma volumnu, skozi katere ta potuje. Ker medij pri
fizikalno pravilnem upodabljanju volumetricˇnih podatkov obravnavamo kot
zmes mikroskopskih delcev, je ta mnozˇica prakticˇno neskoncˇna.
Pristranske metode, kot je volumetricˇno korakanje zˇarkov, uporabljajo
deterministicˇne metode, ki zanemarjajo neenakomerno porazdelitev gostote
medija, kar vodi do podvzorcˇenja gostejˇsih delov volumna. Glavna prednost
takih metod je hitrost, zaradi cˇesar smo tako metodo uporabili za upodablja-
nje v drugem koraku dvostopenjskega upodabljanja. Gostoto medija v nasˇi
implementaciji predstavlja absorpcije svetlobe.
Metoda Monte Carlo nam zagotavlja nepristranskost le, cˇe so poskusi,
nad katerimi operira, izvedeni nepristransko, kar pomeni, da mora biti tako
tudi vzorcˇenje poti. V homogenem volumnu bi lahko uporabili metodo inver-
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znega vzorcˇenja (angl. inversion sampling), ki temelji na inverzu verjetnostne
integralne transformacije (angl. probability integral transform), ki pravi,
da cˇe je slucˇajna spremenljivka Y enakomerno porazdeljena na [0, 1], ima
slucˇajna spremenljivka X s porazdelitveno funkcijo FX , porazdelitev enako
F−1X (Y ). V homogenem mediju je njegova prepustnost porazdeljena ekspo-
nentno, F (x) = 1 − eσax, kjer je x razdalja med tocˇkama in σa absorpcijski
koeficient. Z inverznim vzorcˇenjem dobimo porazdelitev spremenljivke x, v
odvisnosti od enakomerno porazdeljene nakljucˇne spremenljivke y:




V nehomogenem volumnu moramo za vzorcˇenje uporabiti kompleksnejˇse
metode. Za nasˇo implementacijo smo uporabili Woodcockovo sledenje (angl.
Woodcock tracking) [45]. Metoda temelji na navidezni transformaciji medija
v homogenega, kar omogocˇa uporabo prej omenjenega inverznega vzorcˇenja.
Medij je transformiran z vnosom navideznih delcev, katerih absorpcijski koe-
ficient je enak 0. Metoda narekuje, da ima delec v vsakem koraku vzorcˇenja
verjetnost, da se nahaja v realnem oziroma navideznem mediju. Ta verjetnost
je v nasˇem primeru enaka razmerju med absorpcijskim koeficientom vzorca
in najvecˇjo absorpcijo σmax. Rekurzivno enacˇbo vzorcˇenja lahko zapiˇsemo
kot:
x0 = 0,







σa(e+ xk+1) : ζ <
σa(e+xk+1)
σmax
0 : ζ ≥ σa(e+xk+1)
σmax
, (5.2)
kjer k predstavlja zaporedni vzorec, ζ predstavlja nakljucˇno vrednost na in-
tervalu [0, 1], σva vzorcˇeno vrednost absorpcijskega koeficienta in e izhodiˇscˇni
polozˇaj zˇarka. Slabost te metode je, da moramo za njeno pravilno delovanje
vnaprej poznati vrednost σmax. Prav tako metoda konvergira pocˇasi, cˇe je




V tem poglavju je predstavljena implementacija resˇitve z uporabo metod in
orodij, omenjenih v prejˇsnjih poglavjih. Resˇitev temelji na aplikaciji VPT, ki
jo je izdelal Zˇiga Lesar in je predstavljena v njegovem delu Sledenje poti za ne-
posredno upodabljanje volumetricˇnih podatkov s spletnimi tehnologijami [29].
Aplikacija deluje v okolju spletnega brskalnika in je tako platformno agno-
sticˇna, temelji pa na tehnologijah HTML, CSS in Javascript, ter WebGL 2.0
Compute, ki je podrobneje predstavljen v podpoglavju 6.1.
V aplikaciji smo dodali realizacijo dveh upodabljalnikov, upodabljalnik s
konvekcijsko-difuzijsko enacˇbo ter upodabljalnik s sledenjem poti in difuzijo.
Ta sta podrobneje predstavljena v podpoglavjih.
6.1 WebGL
WebGL je v osnovi API, ki spletnim brskalnikom omogocˇa dostop do GPE-ja
naprave. Deluje v okviru jezika Javascript in temelji na vmesniku OpenGL
oziroma natancˇneje na OpenGL ES (OpenGL for Embedded Systems) [1],
ki je namenjena uporabi na vgrajenih sistemih, kot so pametni telefoni, ta-
blice in konzole. Osnovni standard vzdrzˇuje in posodablja konzorcij Khronos
Group, podpira pa tudi razne uradne in neuradne razsˇiritve, kot je na pri-
mer OES texture float linear, ki smo ga v nalogi uporabili za interpolacijo
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volumnov v formatu float.
Trenutno sta na voljo dve glavni razlicˇici, WebGL 1.0 [2], ki temelji
OpenGL ES 2.0 in njegova nadgradnja WebGL 2.0 [3], ki temelji na no-
vejˇsem OpenGL ES 3.0. Oba standarda podpira velika vecˇina modernih
brskalnikov. Poleg teh je kot eksperimentalna razlicˇica na voljo sˇe WebGL
2.0 Compute [4], ki temelji na OpenGL ES 3.1 in prinasˇa mnoge novosti.
Glavna izmed teh je racˇunski sencˇilnik (angl. Compute shader), ki omogocˇa
lazˇje paralelno izvajanje, neodvisno od upodabljanja, zaradi cˇesar smo ga
uporabili za implementacijo v tej nalogi. Njegova slabost je, da ga trenutno
podpirajo le nekateri brskalniki in je za njegovo izvajanje potreben dodaten
korak, v katerem ga moramo omogocˇiti kot eksperimentalno tehnologijo.
WebGL deluje na osnovi graficˇnega cevovoda (angl. graphics pipeline) ter
preoblikuje vhodne podatke, ogliˇscˇa podatkov (angl. vertices) in teksture v
izhodne podatke, slikovne tocˇke, ki jih vidimo na zaslonu. Graficˇni cevovod
je sestavljen iz sencˇilnika ogliˇscˇ (angl. vertex shader), obdelave primitivov,
rasterizacije, sencˇilnika fragmentov (angl. fragment shader) in obdelave pi-
kslov. Od teh stopenj sta dve programabilni, in sicer sencˇilnika ognjiˇscˇ in
fragmentov. Prej omenjen racˇunski sencˇilnik ni del tega cevovoda in se izvaja
neodvisno.
6.2 Rekonstrukcija signala in prenosna funk-
cija
Rekonstrukcija signala je kljucˇna pri upodabljanju volumetricˇnih podatkov,
saj so ti podani kot diskretna mrezˇa podatkov. V teoriji je popolna rekon-
strukcija vecˇdimenzionalnega signala mogocˇa, cˇe je frekvenca, s katero je bil
vzorcˇen, vsaj dvakrat toliksˇna, kakor najviˇsja frekvenca, prisotna v njem [36].
V praksi se izkazˇe, da ta lastnost pogosto ni zagotovljena, kar vodi do na-
pak pri rekonstrukciji. Poleg tega je popolna rekonstrukcija signala zamu-
den proces, saj potrebujemo za izracˇun posameznega vzorca podatke o vseh
ostalih vzorcih. Zaradi teh razlogov se v racˇunalniˇski grafiki uporabljajo hi-
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trejˇsi aproksimacijski algoritmi. Najpogosteje uporabljeni tovrstni algoritmi
za podatke v treh dimenzijah so najbliˇzji sosed, trilinearna interpolacija in
trikubicˇna interpolacija. Med njimi kompleksnejˇsi algoritmi dajejo boljˇse re-
zultate za ceno hitrosti izvajanja.
Metoda najbliˇzjega soseda (angl. nearest neighbor) je najpreprostejˇsa in
najhitrejˇsa in dolocˇa vrednost vzorca glede na najblizˇjo dolocˇeno vrednost.
Kompleksnejˇsa alternativa je trilinearna interpolacija, ki za izracˇun vrednosti
vzorca vzame utezˇeno povprecˇje osmih sosednjih tocˇk, kar je graficˇno pred-
stavljeno na sliki 6.1. Algoritem trikubicˇne interpolacije deluje na osnovi
polinomov tretje stopnje in ocenjevanja odvoda ter za izracˇun potrebuje 64
znanih tocˇk.
Slika 6.1: Shema trilinearne interpolacije.
Podatki, pridobljeni iz vzorcˇenja volumetricˇnih podatkov, so pogosto 8-
ali 16-bitni skalarji, ki predstavljajo neko velicˇino, odvisno od njihovega iz-
vora (npr. gostoto tkiva). Z uporabo prenosne funkcije (angl. transfer
function) lahko te podatke preslikamo v opticˇne lastnosti, ki jih potrebujemo
za upodobitev. Poleg osnovne vizualizacije nam ta funkcija omogocˇa tudi
izolacijo ter barvno diferenciacijo razlicˇnih delov volumna s podobnimi ska-
larnimi vrednostmi. V medicinskih podatkih lahko tako na primer locˇimo
prikaz tkiva od prikaza kosti. Dolocˇanje opticˇnih lastnosti je enostaven po-
stopek klasifikacije, ki pogosto ni dovolj ucˇinkovit. Bolj naprednih pristopov
v tem delu ne obravnavamo, ker predpostavljamo, da je vhod metode zˇe
ustrezno klasificiran.
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6.3 Upodabljanje s konvekcijsko-difuzijsko
enacˇbo
Resˇitev z uporabo konvekcije in difuzije temelji na modelu, predstavljenem
v poglavju 3.1. V nadaljevanju bomo s pojmom svetlobni volumen oznacˇili
tridimenzionalno teksturo, ki si jo lahko predstavljamo kot volumen v obliki
kvadra. Vrednosti v teksturi predstavljajo osvetljenost volumna.
Upodabljanje poteka v sˇtirih korakih: kreiranje svetlobnih volumnov, kon-
vekcija, difuzija in upodabljanje. Ti koraku so graficˇno predstavljeni na dia-
gramu poteka na sliki 6.3.
Implementacija omogocˇa nastavljivost naslednjih vhodnih parametrov:
koraki in koeficient prosojnosti volumetricˇnega korakanja zˇarkov, zunanji ko-
eficient absorpcije, koeficient sipanja, razmerje med izvornim in svetlobnimi
volumni, seznam lucˇi, s katerimi lahko nastavimo kakovost in videz koncˇne
slike ter vplivamo na hitrost in porabo pomnilnika med upodabljanjem. Po-
drobneje so parametri predstavljeni v podpoglavjih. Uporabniˇski vmesnik za
nastavitev teh parametrov je prikazan na sliki 6.2.
(a) Parametri (b) Lucˇi






























Slika 6.3: Diagram poteka upodabljanja s konvekcijsko-difuzijsko enacˇbo.
6.3.1 Priprava volumnov
V prvem koraku se izvede rekonstrukcija izvornih podatkov, pri cˇemer dobimo
volumen, iz katerega lahko v nadaljevanju vzorcˇimo vrednosti na poljubnih
mestih. Poleg tega se izdela vecˇ svetlobnih volumnov, v poljubnem veliko-
stnem razmerju z izvornim volumnom glede na vhodni parameter razmerja
med izvornim in svetlobnimi volumni. Razmerje pozitivno vpliva na hitrost
prve stopnje upodabljanja, ima pa negativen ucˇinek na kakovost, saj izva-
jamo izracˇune na manj tocˇkah v volumnu. Vpliv na kakovost je prikazan na
sliki 6.4.
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Slika 6.4: Primerjava nastavitve velikostnega razmerja 1 : 1 (desno) in 4 :
1 (levo) med izvornimi podatki in svetlobnimi volumni. Cˇrni artefakti na
robovih volumna se pojavijo zaradi robnih pogojev.
Vsaka lucˇ potrebuje svoj svetlobni volumen, poleg teh pa potrebujemo sˇe
dva dodatna – svetlobni volumen konvekcije in svetlobni volumen difuzije.
Med vzorcˇenjem svetlobnih volumnov smo uporabljali trilinearno interpola-
cijo, ki je podrobneje predstavljena v poglavju 6.2. Ta tip interpolacije smo
izbrali, saj predstavlja dobro razmerje med kakovostjo in racˇunsko zahtevno-
stjo, prav tako pa je strojno podprt v sodobnih graficˇnih karticah. Razlika
med uporabo in brez uporabe trilinearne interpolacije in najblizˇjega soseda
je vidna na sliki 6.5.
Slika 6.5: Primerjava upodabljanja s trilinearno interpolacijo (levo) in naj-
blizˇjim sosedom (desno).
Zacˇetne vrednosti v svetlobnih volumnih, povezanih z lucˇmi, smo nasta-
vili v skladu z robnimi pogoji, predstavljenimi v poglavju 3.1. Vpliv tega
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koraka na interaktivnost je zanemarljiv, saj se izvede le enkrat ob zacˇetku
upodabljanja. Zaradi lazˇje izvedbe smo ga realizirali neposredno v aplikaciji,
tako da so izracˇuni realizirani iterativno brez uporabe graficˇnega procesorja.
6.3.2 Konvekcija
V koraku konvekcije iz volumna izvornih podatkov in seznama lucˇi dobimo
svetlobni volumen konvekcije, ki je uporabljen v koraku difuzije in upodablja-
nja. Prenosna funkcija, podrobneje opisana v poglavju 6.2, je uporabljena za
pridobivanje absorpcijskega koeficienta iz izvornega volumna. Dodatno lahko
na njegov razpon vplivamo s prilagajanjem zunanjega koeficienta absorpcije.
Konvekcijo izvajamo locˇeno za vsako lucˇ. Uporabljena metoda za resˇe-
vanje, podrobneje opisana v poglavju 4.1, nam omogocˇa izvajanje paralelnih
operacij na dveh nivojih. Na viˇsjem nivoju lahko paraleliziramo operacije
nad volumni, ki pripadajo razlicˇnih svetlobnim virom, saj rezultati izracˇunov
enega ne vplivajo na drugega. Primer sesˇtevanja doprinosov razlicˇnih lucˇi je
prikazan na sliki 6.6. Na nizˇjem nivoju lahko paraleliziramo tudi operacije
v volumnu samem, saj metoda konvergira tudi v primeru, da operacije v so-
sednjih tocˇkah niso popolnoma usklajene. S cˇasovno uskladitvijo izracˇunov
v posamezni iteraciji bi lahko potencialno zmanjˇsali sˇtevilo iteracij do kon-
vergence, bi pa zaradi vecˇje kompleksnosti metode in uvedbe sinhronizacije
zmanjˇsali hitrost izvajanja. Zaradi tega razloga smo se odlocˇili, da bomo
iteracije izvajali asinhrono.
(a) Lucˇ 1 (b) Lucˇ 2 (c) Skupaj
Slika 6.6: Sesˇtevanje doprinosov lucˇi.
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Za hitrejˇse izvajanje osvetljevanja uporabljamo dodaten svetlobni volu-
men konvekcije. V njem sproti posodabljamo skupno energijo lucˇi v vsaki
tocˇki, tako da vanj priˇstevamo razlike med zaporednimi iteracijami izracˇunov
vsake lucˇi v vsaki tocˇki. Tako nam ni potrebno uvesti dodatnega koraka po
konvekciji, v katerem bi izvajali locˇeno sesˇtevanje prispevkov posameznih
lucˇi.
Izracˇuni konvekcije se izvajajo z uporabo racˇunskega sencˇilnika, s cˇimer
zagotovimo ucˇinkovito paralelno izvajanje in popolno neodvisnost od drugih
korakov upodabljanja.
6.3.3 Difuzija
V koraku difuzije simuliramo resˇevanje difuzijske diferencialne enacˇbe (3.3)
z uporabo postopka, opisanega v poglavju 4.2. Vhodni podatek v ta korak
je svetlobni volumen konvekcije, kot rezultat pa dobimo svetlobni volumen
difuzije, ki je uporabljen v koraku uporabljanja. Ker koeficient sipanja ni
podan v izvornem volumnu, je v celoti odvisen od vhodnega parametra in je
homogen skozi celoten volumen.
Izracˇune izvajamo paralelno s pomocˇjo racˇunskega sencˇilnika na svetlob-
nem volumnu difuzije. Difuzije nismo izvajali neposredno na svetlobnem vo-
lumnu konvekcije, saj tako zagotovimo neodvisnost korakov in olajˇsamo spre-
minjanje parametrov izvajanja med samim potekom programa. Posledicˇno
vrednosti v svetlobnem volumnu difuzije predstavljajo le razliko med vre-
dnostmi pred in po difuziji. Slabost tega je, da je proces vzorcˇenja v tem
koraku nekoliko daljˇsi, saj moramo za izracˇun naslednje iteracije vzorcˇiti tako
skupni volumen konvekcije kot trenutni skupni volumen difuzije.
6.3.4 Upodabljanje
Korak upodabljanja je realiziran s pomocˇjo metode volumetricˇnega koraka-
nja zˇarkov, opisane v poglavju 4.3. Vhodni podatki v ta korak so svetlobni
volumen sipanja in difuzije ter zunanja parametra koraki in koeficient prosoj-
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nosti volumetricˇnega korakanja zˇarkov, izhod pa je koncˇna slika. Parameter
korakov je namenjen nastavljanju dolzˇine koraka vzorcˇenja, kar izboljˇsa ka-
kovost koncˇne slike za ceno hitrosti izrisa. Koeficient prosojnosti ima nalogo
spreminjanja vpliva posameznega vzorca na sliko. Prenosna funkcija je tu
uporabljena za pridobitev tako barvnih vrednosti kot koeficienta absorpcije
izvornega volumna.
Poleg vzorcˇenja izvornega volumna se izvaja tudi vzorcˇenje svetlobnih vo-
lumnov sipanja in difuzije, katerih sesˇtevek predstavlja osvetljenost vzorca.
Koncˇne barvne vrednosti posameznega vzorca so tako produkt te vrednosti,
barvne vrednosti vzorca, koeficienta absorpcije vzorca ter koeficienta prosoj-
nosti.
6.4 Upodabljanje s sledenjem poti in difuzijo
Resˇitev z uporabo konvekcije in difuzije temelji na modelu, predstavljenem
v poglavju 3.1, ter metodi sledenja poti, ki je opisana v poglavju 5.
Upodabljanje poteka v sˇtirih korakih: priprava volumnov in fotonov, sle-
denje poti, difuzija in upodabljanje. Ti koraki so graficˇno predstavljeni z
diagramom poteka na sliki 6.7. Koraka difuzije in upodabljanja sta opisana
v podpoglavjih 6.3.3 in 6.3.4, saj se med implementacijama ne razlikujeta.
Implementacija omogocˇa nastavljivost naslednjih vhodnih parametrov:
koraki in koeficient prosojnosti volumetricˇnega korakanja zˇarkov, zunanji ko-
eficient absorpcije, koeficient sipanja, razmerje med izvornim in svetlobnimi
volumni, seznam lucˇi, koraki sledenja poti, s katerimi lahko nastavimo kako-
vost, videz in hitrost izrisa koncˇne slike ter vplivamo na hitrost in porabo

























Priprava volumnov Sledenje poti
Difuzija
Upodabljanje
Slika 6.7: Diagram poteka upodabljanja s sledenjem poti in difuzijo.
6.4.1 Priprava volumnov in fotonov
Prvi korak je enak prvem koraku upodabljanja s konvekcijsko-difuzijsko ena-
cˇbo, opisanem v poglavju 6.3.1, le da sta tu ustvarjena le dva svetlobna vo-
lumna ter shramba fotonov. Ustvarjena svetlobna volumna smo poimenovali
svetlobni volumen sledenja poti in svetlobni volumen difuzije ter sta v veliko-
stnem razmerju z izvornim volumnom glede na vhodni parameter razmerja
med izvornim in svetlobnimi volumni.
Shramba fotonov je enake velikosti kot svetlobni volumni in sestoji iz
objektov, ki so v nadaljevanju oznacˇeni kot fotoni. Foton je dolocˇen s pa-
rametri polozˇaj, smer, trenutna energija, skupna energija, dolˇzina poti in
prepotovana dolˇzina poti. V fazi priprave je vsakemu fotonu dolocˇena tocˇka v
svetlobnem volumnu in s tem parameter polozˇaja. Prav tako mu je dolocˇena
nakljucˇna ciljna lucˇ in temu primerna parametra smeri in dolzˇine poti. Ostali
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parametri so nastavljeni na vrednost 0.
6.4.2 Sledenje poti
Sledenje poti poteka v nacˇelu z metodo, predstavljeno v poglavju 5. Izracˇuni
potekajo v racˇunskem sencˇilniku, saj postopek izracˇuna osvetlitve ni nepo-
sredno povezan z upodabljanjem in zanj ne potrebujemo funkcij graficˇnega
cevovoda, prav tako pa ta omogocˇa lazˇjo paralelizacijo.
Shramba fotonov predstavlja tocˇke, iz katerih se izvaja algoritem sledenja
poti. V vsaki iteraciji postopka je izveden en ali vecˇ korakov algoritma v
skladu s parametrom koraki sledenja poti. Postopek izvajanja algoritma je
predstavljen na algoritmu 1, pri cˇemer premik fotona temelji na inverzni
funkciji vzorcˇenja, vzorcˇenje absorpcije pa na Woodcockovem sledenju. Obe
metodi sta opisani v poglavju 5.1.
Algoritem 1: Sledenje zˇarkov
foreach foton do
<<Premakni foton >>;
<<Posodobi prepotovano dolˇzino poti >>;
if << foton se nahaja zunaj volumna >>
|| prepotovana dolˇzina poti > dolˇzina poti then
<<Posodobi skupno energijo fotona >>;
<<Zapiˇsi skupno energijo fotona v svetlobni volumen >>;
<<Ponastavi parametre fotona >>;
else
<<Vzorcˇi absorpcijo >>;






V tem poglavju primerjamo konvekcijsko-difuzjsko metodo in hibridno me-
todo s sledenjem poti z analizo konvergence in hitrosti upodabljanja. Vse
teste smo izvajali na prenosnem racˇunalniku z naslednjimi specifikacijami:
• Procesor: Intel(R) Core(TM) i5-7300HQ CPU @ 2.50GHz,
• Pomnilnik: 16 GB,
• OS: Windows 10 Pro,
• Graficˇna kartica: GeForce GTX 1050.
7.1 Analiza konvergence
Za merjenje hitrosti konvergence smo uporabili metriko PSNR, ki deluje na
osnovi merjenja razmerja med cˇistim signalom in njegovim sˇumom. V nasˇem
primeru cˇisti signal predstavlja volumen, upodobljen z upodabljalnikom en-
kratnega sipanja, ki je bil v ogrodju VPT zˇe prisoten. V testih nismo izvajali
difuzije, saj te v upodabljalniku z enkratnim sipanjem ni mogocˇe simulirati,
hkrati pa njen izracˇun porabi zanemarljivo malo cˇasa. Vse teste smo izvajali
v locˇljivosti 512× 512. Upodabljali smo sliko racˇunalniˇske tomografije glave
otroka. Volumen ima dimenzije 256 × 256 × 98 in je osvetljen z eno lucˇjo.
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Upodobitev z upodabljalnikom enkratnega sipanje je prikazana na sliki 7.1.
Rezultati analize se nahajajo na grafu na sliki 7.2.
Prav tako smo za vsako metodo analizirali vpliv sˇtevila lucˇi na konver-
genco. Tu smo v metodi PSNR za cˇisti signal pri obeh metodah uporabili
upodobitve, ki so njun rezultat po 10.000 iteracijah. Rezultati analize so
predstavljeni na grafih na sliki 7.3.
Slika 7.1: Volumen, uporabljen za analizo konvergence in performancˇno ana-
lizo.

















Slika 7.2: Primerjava metod z metriko PSNR. Cˇisti signal smo pridobili z
metodo enkratnega sipanja.
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Slika 7.3: Primerjava z metriko PSNR za 1, 3 in 10 lucˇi z uporabo
konvekcijsko-difuzijske metode (levo) in hibridne metode (desno). Cˇisti si-

























Slika 7.4: Primerjava cˇasa izvedbe ene iteracije pri konvekcijsko-difuzijski
metodi (levo) in hibridni metodi (desno) glede na sˇtevilo lucˇi.
7.2 Performancˇna analiza
Pri performancˇni analizi smo merili kolicˇino izvedenih iteracij v sekundi pri
konvekcijsko-difuzijski in hibridni metodi. Nad vsako metodo smo izvedli tri
meritve z eno, tri z dvema in tri z desetimi lucˇmi. Rezultati testov za posa-
mezno metodo so prikazani na sliki 7.4. Vse teste smo izvajali v locˇljivosti
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512× 512. Upodabljali smo sliko racˇunalniˇske tomografije glave otroka. Vo-
lumen ima dimenzije 256× 256× 98 in je upodobljen na sliki 7.1.
7.3 Diskusija
Metodi se med seboj mocˇno razlikujeta po hitrosti konvergence, vplivu sˇtevila
lucˇi na hitrost upodabljanja in pristranskosti upodobitve. Hibridna metoda
je v nasˇi analizi konvergirala v nekaj manj kot polovicˇnem sˇtevilu iteracij
glede na konvekcijsko-difuzijsko metodo, kar je razvidno iz grafa 7.2. To je v
nasprotju s pricˇakovanji, saj ima metoda Monte Carlo vecˇjo cˇasovno zahtev-
nost od racˇunanja konvekcije. Slabsˇi rezultati konvekcijsko-difuzijske metode
so najverjetneje posledica konstantne hitrosti konvekcije prek celotnega vo-
lumna, vkljucˇno s praznim prostorom. Iz grafov na sliki 7.3 sklepamo, da
kolicˇina lucˇi ne vpliva na sˇtevilo iteracij potrebnih za konvergenco metod.
Slika 7.5: Razlika med pristranskostjo upodobitve s konvekcijsko-difuzijsko
metodo (levo) in hibridno metodo (desno).
Nasˇa analiza je potrdila pricˇakovanja, da je izvedba iteracij pri konvekcij-
sko-difuzijski metodi hitrejˇsa pri manjˇsem sˇtevilu lucˇi. Prelomnica se nahaja
pri priblizˇno desetih lucˇeh, kjer postanejo iteracije hibridne metode hitrejˇse
od konvekcijsko-difuzijske. Ta podatek je razviden iz grafov na sliki 7.4.
Sklepamo, da sta metodi z vidika hitrosti upodabljanja pri manjˇsi kolicˇini
lucˇi primerljivi, pri vecˇ lucˇeh pa je hibridna metoda hitrejˇsa.
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Analiza je v skladu z pricˇakovanji pokazala, da so rezultati hibridne me-
tode manj pristranski v primerjavi z konvekcijsko-difuzijsko metodo. To je
vidno na sliki 7.2, kjer PSNR hibridne metode dosezˇe viˇsje vrednosti. Ra-
zlog za to je nepristranskost metode Monte Carlo. Razlika v pristranskosti
upodobitve je vidna tudi na sliki 7.5.
Hibridna metoda, ki smo jo razvili za izboljˇsanje kakovosti upodabljanja
s konvekcijsko-difuzijsko metodo, se je izkazala za uspesˇno, saj zagotavlja
bolj kakovosten rezultat, pri cˇemer je izracˇun osvetlitve sˇe vedno neodvisen
od polozˇaja kamere. Prav tako ima nasˇa metoda vecˇjo hitrost upodabljanje
od konvekcijsko-difuzijske metode pri vecˇji kolicˇini lucˇi. Nasˇa metoda je tudi
bolj skalabilna glede pomnilnika, saj za razliko od konvekcijsko-difuzijske




V tem delu smo predstavili dve interaktivni metodi za globalno osvetljevanje
volumetricˇnih podatkov: konvekcijsko-difuzijsko metodo in hibridno metodo
s sledenjem poti. Metodi temeljita na enacˇbi sevanja, kar zagotavlja njuno
fizikalno pravilnosti in realisticˇne rezultate. Metodi smo implementirali v
platformno agnosticˇni spletni aplikaciji, kar omogocˇa njuno izvajanje na naj-
razlicˇnejˇsih platformah, od namiznih racˇunalnikov do mobilnih naprav. Im-
plementacija prav tako omogocˇa nastavljivost raznih parametrov, s katerimi
lahko prilagodimo zahtevnost izvajanja zmogljivosti teh naprav.
Predstavljeni metodi temeljita na metodi dvostopenjskega upodabljanja,
ki omogocˇa neodvisnost simulacije svetlobe od polozˇaja kamere, ter na me-
todi aproksimacije sipanja, ki mocˇno zmanjˇsa cˇasovno zahtevnost resˇevanja
enacˇbe sevanja. Posledicˇno nam uporaba teh dveh metod zagotavlja visoko
interaktivnost. Predstavljeni metodi se med seboj razlikujeta po nacˇinu
izracˇuna neposredne osvetlitve. Ta izracˇun konvekcijsko-difuzijska metoda
izvaja s konvekcijsko enacˇbo, hibridna metoda pa z metodo sledenja poti, ki
temelji na metodi Monte Carlo.
Kakovost rezultatov in hitrost metod smo testirali na prenosnem racˇuna-
lniku z zmogljivo graficˇno kartico. Rezultati hibridne metode s sledenjem poti
so se izkazali za bolj kakovostne od konvekcijsko-difuzijske metode, hitrost
upodabljanja pa za primerljivo pri manjˇsi kolicˇini lucˇi. Pri vecˇji kolicˇini lucˇi
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se je nasˇa metoda izkazala za hitrejˇso, prav tako pa je bolj skalabilna, saj
za razliko od konvekcijsko-difuzijske metode ne potrebuje locˇenih svetlobnih
volumnov za vsako lucˇ.
Cilje, opisane v uvodnem poglavju, smo dosegli. Ob delu smo tudi opa-
zili, da imata metodi veliko prostora za izboljˇsave. Za shranjevanje podatkov
bi lahko uporabili naprednejˇse podatkovne strukture, ki omogocˇajo hitrejˇsi
dostop do podatkov. Za aproksimacijo difuzije bi lahko uporabili komple-
ksnejˇse metode, kot sta multipolna in pretocˇno omejena difuzija, s katerimi
bi izboljˇsali kakovost rezultatov. S sprotno analizo hitrosti upodabljanja bi
lahko zaznali zmogljivosti naprave ter glede na njih izvedli prilagoditev para-
metrov, kar bi vodilo do boljˇse uporabniˇske izkusˇnje. Upamo, da bo nasˇe delo
sluzˇilo kot navdih za nadaljnji razvoj resˇitev na tem podrocˇju, v prihodnosti
pa se bomo izboljˇsavam posvetili tudi sami.
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